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Herleitung der Fourier—Transformation
linearer zeitinvarianter Systeme

Zur Herleitung der Fourier-Transformation
betrachtet man das Verhalten von LTI-
Systemen bei der Ubertragung harmonischer
Schwingungen.

Aus den Grundlagen zu LTT-Systemen ist
bekannt, dass die Systemantwort als Faltung
des FEingangssignals mit der Impulsantwort
des Systems beschrieben werden kann:

g(t) = s(t) x h(t).

Die harmonischen Schwingungen, in komple-
xer Schreibweise sp(t) = e, sind die Ei-
genfunktionen der LTI-Systeme — es ist ja ge-
rade das Kennzeichen des linearen Systems,
dass es eine harmonische Schwingung abge-
sehen von einer Amplituden- und / oder Pha-
sendnderung (dargestellt als komplexer Fak-
tor H) unveréndert passieren ldsst:

eIt h(t) = He¥".

Diese Beziehung zwischen LTI-System und
Figenfunktion kann fiir eine Schwingung der
Kreisfrequenz wyg = 2nfy dargestellt werden
als

eIt x h(t) = h(t) x e0t = Helwot,

Mochte man berechnen, wie ein LTI-System
eine harmonische Schwingung iibertrigt,
dann kann man statt der Impulsantwort auch
einfach den komplexen Skalierungsfaktor H
benutzen. Zur Bestimmung von H wird das
Faltungsintegral ausgeschrieben:

/ h(T) eI (t=7) 47 = Helwot,
—00

Die Schwingung e¥0(t=7) lssst sich zerlegen
in einen beziiglich der Integrationsvariablen
7 konstanten und einen variablen Teil elot .
e JwT 5o dass sich

. o0 . .
edwnt / h(r) €307 dr = Helwot
—00

ergibt. Vergleich der beiden Seiten und Er-
setzung der Integrationsvariablen 7 durch ¢
ergibt
oo .
H = / h(t) e ™0t dt.
—0o0

Da diese Beziehung fiir Eigenfunktionen jeder
beliebigen Frequenz gelten muss, kann man
sie auch als Funktion der Frequenz schreiben:

H(f) = /_ O:o h(t) e 27/t d¢.

Dies nennt man die Fourier-Transformation
F{h(t)}. Durch die Transformation wird aus
der Impulsantwort h(t) die Ubertragungs-
funktion H(f). Bei realen Systemen wie Fil-
tern, Lautsprechern oder Verstérkern nennt
man H(f) den Frequenzgang.

Die Kurzschreibweise fiir den Ubergang
zwischen Zeit— und Frequenzbereich ist

h(t) o—e H(f)
bzw.
H(f)e—o h(t).

Der Betrag des komplexen Frequenzgangs,
bestimmt aus Real- und Imaginérteil mit

H(f)| = JIRUH ()} + [STH()})2

ist der Amplitudenfrequenzgang oder Ampli-
tudengang, die Phase

= arctan L{H(f)}
PUf) = arctan g oy

ist der Phasenfrequenzgang oder Phasenganyg.
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Inverse Fourier—Transformation

Die Impulsantwort lisst sich aus der Ubert-
ragungsfunktion durch die inverse Fourier-
Transformation F~*{H(f)} zuriickgewinnen:

ne) = [ H(p e ay,

der Beweis kann durch Einsetzen erfolgen.

Fourier—Transformation von Signalen

Die Impulsantwort h(t) ist die Systemant-
wort auf den Dirac-Stof §(¢). Da man je-
des beliebige Signal durch eine unendlich
dichte Folge von Dirac-St68en approximieren
kann, muss die Fourier-Transformation dem-
nach nicht nur fiir eine Impulsantwort h(t),
sondern auch fiir beliebige Signale s(t) gelten:

S(f) = Fis(t)} = / T s(t) e gt
und fiir die inverse Transformation
st) = F S = [ S eitay,

Die komplexe Funktion F{s(t)} = S(f) nennt
man das Spektrum des Signals. Durch die Zer-
legung in Betrag und Phase (s.0.) erhilt man
Amplituden— und Phasenspektrum.
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Transformation einiger elementarer Signale
und Systeme

Die Integralrechnung ermoéglicht eine exak-
te Losung der Fourier-Transformation — falls
Signal oder Impulsantwort als analytische
Funktion vorliegen und falls die Stammfunk-
tion bekannt ist. Dies gilt fiir eine Reihe , idea-
ler“ Signale und Systeme, die als Ndherungen
realer Signale und Systeme betrachtet werden
kénnen.

Auf dem folgenden Blatt sind einige solcher
idealen Signale und Systeme in Zeit— und Fre-
quenzbereich dargestellt. Im Frequenzbereich
ist dabei jeweils der Amplitudenfrequenz-
gang bzw. das Amplitudenspektrum darge-
stellt; Phasenfrequenzgang bzw. Phasenspek-
trum werden hier nicht ndher behandelt.

Lasst sich ein Signal nicht analytisch be-
schreiben (das gilt fiir die meisten realen Si-
gnale wie Musik oder Sprache), dann 16st
man das Fourier-Integral abschnittsweise nu-
merisch mit Hilfe der Diskreten Fourier—
Transformation (digital implementiert als
DFT bzw. FFT).
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